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�������. �� 1/(ζ − z) �� z0 ��������, ��
1
ζ − z

=
1

(ζ − z0) − (z − z0)
=

1
ζ − z0

1
1 − z−z0

ζ−z0

=

∞�

k=0

(z − z0)k

(ζ − z0)k+1 .

����������

f (z) =
1

2πı

�

C

f (ζ)
ζ − z

dζ

=
1

2πı

∞�

k=0

�

C

f (ζ)(z − z0)k

(ζ − z0)k+1 dζ

=
1

2πı

∞�

k=0

(z − z0)k2πı
f (k)(z0)

k!

=

∞�

k=0

f (k)(z0)
k!

(z − z0)k

(1.100)

������������.
���������. � f (z), g(z) ��� R ��, ������� S ⊂ R � f (z) = g(z), ����� R ��

� f (z) = g(z). �������� h(z) = f (z) − g(z) ��������� R ����������������
�, �� h(z) �������.
�� 1.15 � z0 = 1 ����� f (z) = ln z ������.
� ��, f (z) = ln z ���� 0,∞. �������� z0 = 1 ���, ����������. ��������,
�������������.

f (z) = ln z, f (1) = ln 1 = n2πı (n ���);
f ′(z) = 1

z , f ′(1) = +1;

f ′′(z) = − 1!
z2 , f ′′(1) = −1!;

f (3)(z) = 2!
z3 , f (3)(1) = +2!;

f (4)(z) = − 3!
z4 , f (4)(1) = −3!;

. . . · · ·
��, ����

ln z = 2nπı + (z − 1) − (z − 1)2

2
+

(z − 1)3

3
− (z − 1)4

4
· · ·

�������, ��������� 1, ���� |z − 1| < 1 ������. ��� n = 0 ������ ln z �
��.
��������������������������������, �������������

������, �����������
1

1 − 3z + 2z2

�
tan z

� z = 0 ������.
����, ������������������. ��, �� f (z) ���� z = z0 ����, ����

�������. �� f (z) �� z0 �� p ��� (pole), �������, ��� g(z) = (z − z0)p f (z) ����
��. ��, ����� z0 �������

g(z) =
∞�

k=0

bk(z − z0)k. (1.101)

��, ����� f (z) ���

f (z) = a−p(z − z0)−p + · · · a−1(z − z0)−1 + a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)2 + · · · (1.102)
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���������, ������������� (Laurent series). ������, ���� ak = bk+p,

ak = bk+p =
1

2πı

�
g(ζ)

(ζ − z0)k+1+p dζ =
1

2πı

�
f (ζ)

(ζ − z0)k+1 dζ (1.103)

��: ��� z − z0 ����,z0 ��������� f (z) ���, � f (z) = 1/(z2 − 1) ��������
1
z2 +

1
z4 +

1
z6 · · · ,

���������, ����� z = 0 ����������, ������ z = ±1 �. ����, ����
���������������������� z0 ��� f (z) ���,

ak �
f (k)(z0)

k!
.

�� z0 ���, f (k)(z0) ���; � z0 ����, f (k)(z0) ��, ���������� C ���������, �
����� (��) ������ (�������������).
�������� k ≥ 0 ������� (analytic part), ��� z − z0 �������� (principal part).

���������� R1. ������, ��� |(z − z0)−1| ����������. ������ 1/R2, ��
�� |z − z0| > R2, ����. �� R2 < R1 ������� R2 < |z − z0| < R1 �������, �������
��, ��������. ��������. �� R2 > R1 �������.
�� 1.16 � z0 = 0 ����� e1/z ��.
� �� ez ������

ez =

∞�

k=0

1
k!

zk = 1 +
1
1!

z +
1
2!

z2 +
1
3!

z3 + · · · (|z| < ∞),

�� z � 1/z ��

e
1
z =

∞�

k=0

1
k!

zk = 1 +
1
1!

1
z
+

1
2!

1
z2 +

1
3!

1
z3 + · · · (|1

z
| < ∞),

��

e
1
z =

0�

k=−∞

1
(−k)!

zk(|z| > 0).

1.4.5 �����

���� f (z) �� z = z0 ��������, ��������������. ����, � f (z) � z = z0

���, �����������, � ak = 0, k < 0. � f (z) � z = z0 ����, ���������.
1. ����� p �� a−p � 0, ��� k > 0 � a−p−k = 0.
2. ��������� −p.

�������, f (z) � z = z0 �� p ���. a−1 �� f (z) ��� z = z0 ���� (residue), �� Res f (z0).
�������, ���������, ��������� (essential singularity).
�� 1.17 ��

f (z) =
1

z(z − 2)3

� z = 0 � z = 2 ��������, ��� z = 0 �����,z = 2 �����, ����������.
� ���� z = 0 ��������, ������ (1 − αz)n �����. �

f (z) = − 1
8z(1 − z/2)3

= − 1
8z

�
1 + (−3)(− z

2
) +

(−3)(−4)
2!

�
− z

2

�2
+ · · ·

�

= − 1
8z
− 3

16
− 3z

16
+ · · ·
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�����,z = 0 �����, ��� −1/8. �� z = 2 �������, �������

f (z) =
1

(z − 2)3

1
z − 2 + 2

=
1

2(z − 2)3

1
1 + z−2

2

=
1

2(z − 2)3

1 −
�

z − 2
2

�
+

�
z − 2

2

�2

−
�

z − 2
2

�3

· · ·


=
1

2(z − 2)3 −
1

4(z − 2)2 +
1

8(z − 2)
− 1

16
+ · · ·

�����,z = 2 �����, ��� 1/8.

1.5 �������

1.5.1 ����

������, ����� f (z) ��� ℓ ��������, �����
�
ℓ

f (z)dz ��. ��������
�������. ������ m ��� z = z0 ���, ����������

f (z) =
∞�

k=−m

ak(z − z0)k

������ z0 �����, �������, ����
�
ℓ

f (z)dz =
�

C f (z)dz, �����������, ��
�

ℓ

f (z)dz =
∞�

k=−m

�

C
(z − z0)kdz,

�������, �� a−1 ����, �����. � a−1 ����� 2πı. ��, �����

ℓ

f (z)dz = 2πıa−1. (1.104)

��� a−1 ��� f (z) � z = z0 ����, �� Res f (z0). ����

ℓ

f (z)dz = 2πıRes f (z0). (1.105)

����������, ���� �

ℓ

f (z)dz = 2πı
n�

j=1

Res f (z j). (1.106)

�������������, ������������������������������.
���������������. ��, ���������������������� a−1 ��. �

� f (z) � n ��� z0, ���

(z − z0)n f (z) = a−n + · · · + a−1 (z − z0)n−1 + a0 (z − z0)n + · · · . (1.107)

���������

a−1 =
1

(n − 1)!
lim
z→z0

�
dn−1

dzn−1 ((z − z0)n f (z))
�

(1.108)

��, �����������. � f (z) ����� P(z)/Q(z) �����, �� P(z) � Q(z) �� z0 ���, z0

� Q(z) �����. P (z0) � 0, �� z0 � f (z) �����, �

Res f (z0) = lim
z→z0

(z − z0)
P(z)
Q(z)

=
P (z0)
Q′ (z0)

. (1.109)

��������������. �������������.
�� 1.18 ����.
�

1. 1
sin z � z = 0 ����� limz→0

z
sin z = 1.
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2. ln z
z2+4 � z = 2eı

1
2 π ����� lim

z→2eı
1
2 π

(z−2eı
1
2 π) ln z

z2+4 =
ln 2+ı 12 π

4ı = π8 − ı ln 2
4 .

3. f (z) = cot πz
z(z+2) � z = 0 ����.

f (z) =
1
z

�
1
πz
+ O(z)

�
1
2

�
1 − z

2
+ O(z2)

�

����������� −1/(4π).
4. f (z) = 1

zn−1 � z = 1 �����������. ��

f (z) =
1

zn − 1
=

1
(z − 1)

�
zn−1 + zn−2 + · · · + z + 1

� ,

��, �
Res f (1) = lim

z→1

�
(z − 1)

1
(z − 1)

�
zn−1 + zn−2 + · · · + z + 1

�
�

= lim
z→1

1
zn−1 + zn−2 + · · · + z + 1

=
1
n
.

���

lim
z→1

�
1

(zn − 1)′

�
= lim

z→1

1
nzn−1 =

1
n
.

��, ���� z = 1 ����� 1/n.
����������������������, �

f (z) =
1

(z − 1)(z − 2)(z − 3)
=

A
z − 1

+
B

z − 2
+

C
z − 3

,

������ A, B,C �������������. ���� A, B,C ���� f (z) � z = 1, 2, 3 ���. ��
�

A = Res f (1) = lim
z→1

(z − 1) f (z) =
1
2
,

B = Res f (2) = lim
z→2

(z − 2) f (z) = −1,

C = Res f (3) = lim
z→3

(z − 3) f (z) =
1
2
.

���������, ������.
1

(z − 1)2(z − 2)(z − 3)
=

A
(z − 1)2 +

B
z − 1

+
C

z − 2
+

D
z − 3

�� A ���

A = Res (z − 1) f (z)|z=1 =
1
2
,

B = Res f (1) = lim
z→1

d
dz

�
(z − 1)2 f (z)

�
=

3
4
,

C = Res f (2) = lim
z→2

(z − 2) f (z) = −1,

D = Res f (3) = lim
z→3

(z − 3) f (z) =
1
4
.

1.5.2 ������

����������, �������������, �����, �����. �����������
���������, �������� Richard P. Feynman �������.

1.5.2.1 �������

������� [0, 2π], ���������������
� 2π

0
R(cos x, sin x)dx, (1.110)
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���� x � 0 �� 2π �, ��� z = eıx � z = 1 ������ |z| = 1 ��������� z = 1, ����
���������, ����������. ��������� cos x, sin x � dx, �����:

cos x =
1
2

�
z + z−1

�
, sin x =

1
2ı

�
z − z−1

�
, dx =

1
ız

dz.

��, �����

I =
�

|z|=1
R
�

z + z−1

2
,

z − z−1

2ı

�
dz
ız

����������.
�� 1.19 ����

I =
� 2π

0

dθ
1 + a cos θ

, |a| < 1

� �������, ��
I = −ı

�

|z|=1

dz
z
�
1 + (a/2)

�
z + z−1��

= −ı2
a

�
dz

z2 + (2/a)z + 1
.

�������

z1 = −1 +
√

1 − a2

a
� z2 = −1 −

√
1 − a2

a

����,z1 �����,z2 �����. �������
dz

(z − z1)(z − z2)

���� 1
z2−z1

, ��������

I = −ı2
a

2πı
1

z2 − z1
=

2π√
1 − a2

.

1.5.2.2 ������ (−∞,∞)

���������� � ∞

−∞
f (x)dx

��������� f (z) �����������, ����������. ��������������
������; � z ��������� → ∞ �, z f (z) ��� → 0.
�������������� R ����� ℓ. �������������

�

l
f (z)dz =

� R

−R
f (x)dx +

�

CR

f (z)dz. (1.111)

������,���� 2πı
�

j Res f (z j). �����������.������� θ1 ≤ θ ≤ θ2,� limR→∞ z f (z) =

O

Re

Im

R

CR

� 1.9: ����.
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0, �������������� C �,
lim

R→∞

�

C
f (z)dz = 0. (1.112)

lim
R→∞

�����
�

C
f (z)dz

����� ≤
� θ2

θ1

lim
R→∞

���� f
�
Reiθ

�
iReiθ

����dθ

≤ (θ2 − θ1) lim
R→∞

���� f
�
Reiθ

�
Reiθ

���� = 0.

����, � R

−R
f (x)dx = 2πı

�

z j∈����
Res f (z j), (1.113)

�� 1.20 ��
I =

� ∞

−∞

dx
1 + x2 .

� � f (z) = 1
1+x2 =

1
(z−ı)(z+ı) ������ ±ı, �� ı �����.

Res f (+ı) =
1
2ı

��,I = 2πı 1
2ı = π. �������������������� arctan(x) ��. �������������

��,
I
� ∞

−∞

dx
(1 + x2)n

�������������������.

1.5.2.3 ��������

����������

I =
� ∞

−∞
f (x)eımxdx (1.114)

��,m ����; f (z) ����������������, � lim|z|→∞ f (z) = 0, 0 ≤ argz ≤ π. �������
����, ��������������������������. ��������, ��������
����������, ���������� (Jordan lemma ). ���

lim
R→∞

�

CR

f (z)eımzdz = 0. (1.115)

� R ����, ��� | f (z)| < ϵ. ����
IR =

� π

0
f
�
Reıθ

�
eımR cos θ−mR sin θıReıθdθ (1.116)

≤ ϵR
� π

0
e−mR sin θdθ = 2ϵR

� π/2

0
e−mR sin θdθ, (1.117)

����� [0, π/2] �,
2
π
θ ≤ sin θ, (1.118)

���

IR ≤ 2ϵR
� π/2

0
e−2mRθ/πdθ = 2ϵR

1 − e−mR

2mR/π
<
π

m
ϵ (1.119)

�
lim

R→∞
IR = 0. (1.120)

����� I, ���
I =

� ∞

−∞
f (x)eımxdx = 2πı

�

z j∈����
Res eımzj f (z j) (1.121)
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���������, ��������. �� ∞

0
f (x) cos mxdx,

� ∞

0
G(x) sin mxdx (1.122)

��,F(z) ����,G(z) ����, ����������, ��������������. �����
cos mx = 1

2 (eımx + e−ımx) �����, �
� ∞

0
F(x) cos mxdx =

� ∞

0
F(x)

1
2
�
eımx + e−ımx� dx

=
1
2

� ∞

0
F(x)eımxdx +

1
2

� ∞

0
F(x)e−ımxdx

=
1
2

� ∞

−∞
F(x)eımxdx.

�� 1.21 ��
� ∞

0
cos mx
x2+a2 dx.

� ��� F(z)eımz = 1
z2+a2 eımz ������ ±aı, �� +aı �����. � eımz/

�
z2 + a2

�
���� +aı ����

lim
z→aı

�
(z − aı)

eımz

z2 + a2

�
= lim

z→aı

�
eımz

z + aı

�
=

e−ma

2aı

��(1.121), � ∞

0

cos mx
x2 + a2 dx = πı

e−ma

2aı
=
π

2a
e−ma.

1.6 Feynman ��

�����������������.

1.6.1 �����

���������������. �����

I =
� ∞

0
e−ax cos bxdx

�� cos bx = 1
2

�
eıbx + e−ıbx

�

I =
1
2

� ∞

0

�
e−(a−ıb)x + e−(a+ıb)x

�
dx

=
1
2

�
1

a − ıb +
1

a + ıb

�

=
a

a2 + b2

1.6.2 ����

�����

I =
� ∞

0
xe−ax cos bxdx

���

S (a) =
� ∞

0
e−ax cos bxdx

�� S (a) = a
a2+b2 , ��� S (a) � a �����

I = −S ′(a) =
a2 − b2

(a2 + b2)2
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�����������, ���
d

dα

� x2(α)

x1(α)
f (x,α)dx =

� x2

x1

∂

∂α
f (x,α)dx

�
dx2(α)

dα

�
f (x2,α) −

�
dx1(α)

dα

�
f (x1,α)

(1.123)

1.6.3 ����������

�����

I =
� ∞

0

sin x
x

dx

������������ e−ax �������

S (a) =
� ∞

0
e−ax sin x

x
dx

�����

S ′(a) = −
� ∞

0
e−ax sin xdx =

1
1 + a2

�� a→ ∞, � S (∞) = 0. � 1
1+x2 ����� arctan x, ��

S (a) = − arctan a +C

��� C = π2 , ����� S (a) = π2 − arctanα. ��,

I = S (0) =
π

2
.

��������������.

1.7 ������

�����

I =
� ∞

0
xα−1 1

1 + x
dx (0 < α < 1).

����� xα−1/(1+ x)�������� z���� f (z) = zα−1/(1+ z). �� f (z)�� zα−1 ,� α���
�, �� f (z) �����, ��������������. z �����������, ���� 2π, zα−1

���� eı2π(α−1) �� eı2πα, �� f (z) ���������. ����������������.
�

l
f (z)dz =

� R

ϵ

xα−1

1 + x
dx +

�

CR

f (z)dz +
� ϵ

R

xα−1eı2πα

1 + x
dx +

�

Cϵ
f (z)dz.

� R → ∞, ϵ → 0. ������������ 2πi{ f (z) �����������} ����������
�� I, �������� −eı2παI. �����������������. ���,

������

�

CR

zα−1

1 + z
dz

������ =
������

�

CR

zα

1 + z
dz
z

������ ⩽ max
(CR �)

�����
zα

1 + z

�����

�
|dz|
|z|

=max
Rα

|1 + z| ·
2πR

R
= 2πmax

Rα

|1 + z|
∼ 2π

1
R1−α → 0

( �R→ ∞).
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������

�

Cϵ

zα−1

1 + z
dz

������ =
������

�

Cϵ

zα

1 + z
dz
z

������ ⩽ max
(Cϵ �)

�����
zα

1 + z

�����

�
|dz|
|z|

=max
ϵα

|1 + z| ·
2πϵ
ϵ
= 2πmax

ϵα

|1 + z|
∼ 2π

ϵα

1
→ 0 ( �ϵ → 0).

��
�
1 − eı2πα

�
I = 2πı{ f (z) ����������� }. f (z) = zα−1(1 + z)−1 ������� z0 = −1 = eıπ,

�
Res f (−1) = lim

z→−1
[(z + 1) f (z)] = lim

z→−1

�
zα−1

�
= eı(απ−π) = −eıαπ.

��

I = − 2πıeıπα

1 − eı2πα
= − 2πıeıπα

eıπα (e−ıπα − eıπα)

=
2πı

(e−ıπα − eıπα)
=

2πı
2 sin πα

=
π

sin πα
.

������� (Fresnel integrals)

I1 =

� ∞

0
sin

�
x2

�
dx �I2 =

� ∞

0
cos

�
x2

�
dx.

�� sin
�
x2

�
= Im eıx

2 , � cos
�
x2

�
= Re eıx

2 , ��

I2 + ıI1 =

� ∞

0
eıx

2
dx.

�� 4-10 ���� l. �� eiz2
�������, ����������

l
eız

2
dz = 0,

�
� R

0 eıx
2
dx +

�
CR

eız
2
dz +

� 0
R eı(ρe

ıπ/4)2

d
�
ρeıπ/4

�
= 0,

� R→ ∞. ��������� I2 + ıI1. �����������:

lim
R→∞

� 0

R
eı(ρ

2ı)eıπ/4dρ = lim
R→∞

�
−eıπ/4

� � R

0
e−ρ

2
dρ = −eıπ/4

� ∞

0
e−ρ

2
dρ

= −
√
π

2
eıπ/4 = −(1 + ı)

�
π

8
.

������������. ��, ��������,
�

CR

eız
2
dz =

eız
2

2ız

������

Reıπ/4

z=R
+

�

CR

eız
2 dz
2ız2 ,

��������� ������
e−R2

2ıReıπ/4
− eıR

2

2ıR

������ ⩽
e−R2

2R
+

1
2R
→ 0 ( �R→ ∞),

������� ������

�

CR

eı2
2

2ız2 dz

������ =
������

�

CR

e−R2 sin 2φ+ı2 cos 2φ

2ıR2eı2φ
Reıφıdφ

������

⩽
�

CR

e−R2 sin 2φ

2R2 Rdφ ⩽ max


e−R2 sin 2φ

2R


π

4

=
1

2R
π

4
→ 0 ( �R→ ∞).
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1.7 ������
PWO

��

I2 + ıI1 −
�
π

8
(1 + ı) = 0,

I1 =

�
π

8
, I2 =

�
π

8
.

��� Feynman �����

I =
� 1

0

x2 − 1
log x

dx

�������

G(t) :=
� 1

0

xt − 1
log x

dx

G(0) = 0, ������� G(2). ����

G′(t) =
� 1

0
xtdx =

1
t + 1

� t ������

G(2) =
� 2

0
G′(t)dt =

� 2

0

dt
t + 1

= log 3.

��� Feynman ���������: � ∞

0
e−x2

dx =
√
π

2
.

���� t ���

I(t) :=
� ∞

0

e−x2

1 + (x/t)2 dx, t > 0.

���������� I1 = I(∞). ��� x/t = y �, �������� x �

I(t) = t
� ∞

0

e−t2 x2

1 + x2 dx

����
lim
t→0

I(t)
t
=
π

2
.

����������, �����

e−t2
I(t) = t

� ∞

0

e−t2(1+x2)

1 + x2 dx

��
d
dt

�
t−1e−t2

I(t)
�
=

� ∞

0
−2te−t2(1+x2)dx = −2e−t2

� ∞

0
e−u2

du = −2e−t2
I(∞)

���� � ∞

0

d
dt

�
t−1e−t2

I(t)
�

dt
������������������������������������������������

=− limt→0
I(t)

t

=

� ∞

0
−2e−t2

I(∞)dt
��������������������������������������

=−2I(∞)2

��

I(∞) =
�
π

4
=

√
π

2
.
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