
1.2 ����
PWO

1.2.6 ����

����������,����������������. ���������,��������,�
�����������. ����, ���������������������, ����������
��� (branch points).
����, ���� f (z), � z �����, f (z) ������, �������������. � z ���

� n �, f (z) ��, ��������� f (z) � n ���. � f (z) = z1/2 ��, ������������.
��,

f (z) =
√

reı
1
2 Arg z =

√
reı(

1
2 arg z+nπ),

��, �� n = 2k � n = 2k + 1, f (z) ����.


f1(z) =
√

reı(arg z)/2

f2(z) = −√reı(arg z)/2
(1.66)

������� f (z) = z1/2 �������. ����, ����� z = 0 ����� (���)C, ������
���, ���� 2π, ���� f (z) ������� f1(z) ��������� f2(z). �����, �����
� f1(z). ����, �� z = 0 �������, �� 2 ���.�
�� ������������.
��, ���� z = 1/t, ���� z = ∞ �� 2 ���.
�������������������, ��������� Argand diagram ���� (branch cut).

��������������������������. �����, ����������������
���, ����, ���������������.
�� f (z) = z1/2, �������� z = 0 ��� |z| = ∞ ���, �������� z = 0 �������.

����, ������������������. �������, ������ (0, 2π), �� f (z) ���
�. ���������, �������, ����������.

i

−i

z

r2

r1

θ1

θ2

� 1.6: ��� f (z) =
√

z2 + 1 �����������.

�� 1.8 ���� f (z) =
√

z2 + 1 ���, �������.
� ����,

f (z) =
√

z + ı
√

z − ı.

������� f (z) =
√

z ���� z = 0, �����,z = ±ı ������������. ��1.6��, �

z − i = r1eıθ1 z + i = r2eıθ2

���
f (z) =

√
r1r2eı

1
2 (θ1+θ2).
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���������������� C, ����������. � C

(i) �������, �� θ1 → θ1, θ2 → θ2, �� f (z)→ f (z);
(ii) �� ı ��� −ı, �� θ1 → θ1 + 2π, θ2 → θ2, �� f (z)→ − f (z);

(iii) �� −ı ��� ı, �� θ1 → θ1, θ2 → θ2 + 2π, �� f (z)→ − f (z);
(iv) �� ±ı ����, �� θ1 → θ1 + 2π, θ2 → θ2 + 2π, �� f (z)→ f (z).
��, ������������������, �����������. ���� ±ı ���������
�.

1.3 ������

1.3.1 �������

�����������, ���������. ������������������������.
���������� ℓ, ���� A(z0), B(zn), ������������� f (z), � n − 1 �� z1, z2, ·, zn−1 �
��� ℓ �� n ��� (��1.7). �� f (z) ��� zk−1 → zk ����� ξk ��������� ∆zk = zk − zk−1

���, �

S n =

n�

k=1

f (ξk)(zk − zk−1). (1.67)

� n → ∞, ��������. ����������� ξk ������, �������� f (z) ���� ℓ

O
Re

Im

A, z0

zk
zk−1

z2
ζ1 z1

B, zn

ζ2

ζk

ζn

� 1.7: ���������. ���� ℓ ������ zk ���� n ��.

����� (Contour integral), ��
�
ℓ

f (z)dz, �
�

ℓ

f (z)dz = lim
n→∞

n�

k=1

f (ξk)(zk − zk−1). (1.68)

��, ��������������������,�

ℓ

f (z)dz =
�

ℓ

(u(x, y) + ıv(x, y)) (dx + ıdy) (1.69)

=

�

ℓ

(u(x, y)dx − v(x, y)dy) + ı
�

ℓ

(v(x, y)dx + u(x, y)dy) (1.70)

����, ������������������������. ��, ����������������
���������.
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O

ℓoutA

B′

B
A′

ℓin

Im

Re

� 1.8: �������.

1.3.2 ������

������ (������) ���, �� f (z) �����, f ′(z) ����� C ��������, ��

C
f (z)dz = 0. (1.71)

�������������
�
���. ������������-����, ��������, �����

�� �

ℓ

Pdx + Qdy =
�

S

�
∂Q
∂x
− ∂P
∂y

�
dxdy (1.72)

������������, ���������������, ��1.8�����. �����������
������������������������. ����������, ������������,
�����������. �� ℓin � ℓout ��� AB, A′B′ �������, ������, �����

ℓout

+

�

ℓAB

+

�

ℓin

+

�

ℓB′A′

�
f (z)dz = 0.

���� AB � A′B′ ������, ����������, �������. �������

ℓout

+

�

ℓin

�
f (z)dz = 0,

� �

ℓout

f (z)dz = −
�

ℓin

f (z)dz.

�����������, �������� ℓi, ���
�

ℓout

f (z)dz =
n�

i=1

�

ℓin

f (z)dz. (1.73)

���, ��������������������������. �����������, ������
���� (������), ��������.
�����������.

�� 1.9 ����
I =
�

ℓ

(z − α)ndz,

�� n ���.
� ��, �������, ��� ℓ ��� α, ������ ℓ ���������, ������. ���� ℓ
�� α ���. �� n ≥ 0, ����� ℓ ��������, ����. � n < 0, ������ α. �� α ��

13



1.3 ������
PWO

���� R ��� C,R ����. ������ z − α = Reıθ.

I =
�

ℓ

(z − α)ndz

=

�

c
Rneınθd(α + Reıθ)

= ıRn+1
� 2π

0
eı(n+1)θdθ

= 0 if n � −1.

� n = −1�, I = 2πı.��,���������,���������.� n � −1,���� (z−α)n+1/(n+1),
� α ����������. �� n = −1 �, ���� ln(z− α), ������� 2πı. �����������
����

1
2πı

�

l

dz
z − α =


0 (l ���α),

1 (l ��α).

1
2πı

�

l
(z − α)ndz = 0 (n � −1).

1.3.3 ������

����������������������. � f (z) ��������������,z0 �����
�, ��

f (z0) =
1

2πi

�

C

f (z)
z − z0

dz. (1.74)

��������������� z0 �� f (z0) ����� l ����������. ����, ������
����� C ���� z0 ��������������. ��������, �������. �����,
��������������, ������������������. ���������������
���. ������ z0 ������� r ��� γ, �� f (z)/(z − z0) ���� C �������, ����

1
2πı

�

C

f (z)
z − z0

dz =
1

2πı

�

γ

f (z)
z − z0

dz

� z − z0 = reıθ, ��
I =
�

γ

f (z)
z − z0

dz

=

� 2π

0

f (z0 + reıθ)
reıθ

ireıθdθ

= ı

� 2π

0
f (z0 + reıθ)dθ

(1.75)

������ r → 0, �� I → 2πı f (z0), ��. �� z0 ����, ������� z, �������� ζ, ��

f (z) =
1

2πı

�

C

f (ζ)
ζ − z

dζ. (1.76)

�����(1.76)��, ���
f ′(z) =

1!
2πı

�

C

f (ζ)
(ζ − z)2 dζ. (1.77)

������
f (n)(z) =

n!
2πı

�

C

f (ζ)
(ζ − z)n+1 dζ. (1.78)

�������������.
���� f (z) �������,| f (z)| �����������.
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� f (z)n = 1
2πı

�
C

f (ζ)n

ζ−z dζ, � | f (ζ)| � C ����� M, |ζ − z| ����� δ, C ���� s, �

| f (z)|n ≤ 1
2π

Mn

δ
s,

�

| f (z)| ≤ M
� s
2πδ

� 1
n
,

� n→ ∞,| f (z)| ≤ M. ��.
��� (Liouville) �� � f (z) ����������, � f (z) ����.
� f ��, � | f (z)| ≤ N, � f ′(z) ��, �� z ������ R ���, ��

| f ′(z)| ≤ 1
2π

N
R2 2πR =

N
R
,

�� R ����, � R→ ∞, � f ′(z) ≡ 0, �� f (z) ���.
���������������������, ���� n ���� (Polynomial)

P(z) =
n�

k=0

akzk(n > 0, an � 0) (1.79)

� n ���� P(z) = 0. �������������. �� P(z) ����, � P(z) � 0, � 1/P(z) ����
���, ��������� 1/P(z) ���, � P(z) ���, � an � 0 ��. ����,P(z) ������, ��
λ1, ��� P(z)/(z − λ1) �� n − 1 ����������, �������������, �� n ��, �� n

����� n ��.

1.4 ����

1.4.1 �������

�������������������������. ��������,

1 + x + x2 + x3 + · · · = 1
1 − x

. (1.80)

����, ������������, �

1 + a cos θ + a2 cos 2θ + a3 cos 3θ + · · · =? (1.81)

���������, ���

cos θ = Re eıθ =
eıθ + e−ıθ

2
. (1.82)

��,

1 + a cos θ + a2 cos 2θ + a3 cos 3θ + · · ·

=1 +
1
2

aeıθ +
1
2

ae−ıθ +
1
2

a2e2ıθ +
1
2

a2e−2ıθ + · · ·

=
1
2

�
1 + aeıθ + a2e2ıθ + · · ·

�
+

1
2

�
1 + ae−ıθ + a2e−2ıθ + · · ·

�

=
1
2

1
1 − aeıθ

+
1
2

1
1 − ae−ıθ

=
1
2

�
1 − a cos θ + ıa sin θ

(1 − a cos θ)2 + (a sin θ)2 +
1 − a cos θ − ıa sin θ

(1 − a cos θ)2 + (a sin θ)2

�

=
1 − a cos θ

1 − 2a cos θ + a2 .

����������������,

S (x) = 1 − x
2
+

x2

3
− x3

4
+ · · · (1.83)
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�������, ������������������. ��������, �����������. �
�, ��� xS (x) ��, ��

d
dx

(xS (x)) =
d
dx

�
x − x2

2
+

x3

3
− x4

4

�

= 1 − x + x2 − x3 + x4 + · · ·

=
1

1 + x
(1.84)

�����,xS (x) = ln(1 + x) +C. � x = 0, S (x) = 1, ln(1 + x) = 0, � C = 0. �������

ln(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · =

∞�

k=1

(−1)k+1xk

k
. (1.85)

��������������

ex =

∞�

n=0

xn

n!
= 1 +

x
1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · (1.86)

�������������.
1. ����: 1 + x + x2 + x3 + · · · + xn, ��� 1

1−x .
2. ����: 1 + 1

2 +
1
3 + · + 1

k =
�

k=1
1
k , ��.

������, ������������� |x| < 1 ����. ����,|x| ≥ 1, ������.
��,n→ ∞, ���������� S , �

lim
n→∞ sn = S , (1.87)

�������
�n

k=1 ak ����� S . ��������� ±∞, ����. ���
∞�

k=1

(−1)k = 1 − 1 + 1 − 1 · · · (1.88)

�������� 0, 1 ����, �������. ������������� limk→∞ ak = 0. ������
��, ��������������. ������������, �����������.
���, �������������,

sn =

n�

k=1

wk (1.89)

�������������� wk(z), ����������. �������, ������� sn(z) ���
�

S (z) = lim
n→∞ sn(z) =

∞�

k=1

wk(z). (1.90)

�������
�

wk(z) ����� B �����, �����, ����� B ���. ������, �
�� B �����������, � B ��� z, ���������� ϵ, �� N(z) ��, ��� n > N(z) �,�������

n+p�

k=n+1

wk(z)

�������
< ϵ,

�� p ������. � N � z ��, ����� B �����. ���������, �������

lim
z→z0

∞�

k=1

wk(z) =
∞�

k=1

lim
z→t0

wk(z)

��

S ′(z) = [
∞�

k=1

wk(z)]′ =
∞�

k=0

w′k(z),

��� �

l
S (z)dz =

�

l

∞�

k=1

wk(z)dz =
∞�

k=0

�

l
wk(z)dz.
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1.4.2 ��������

1.4.2.1 ����

���� (Cauchy criterion) ���, �� ϵ > 0, ������ N �� |s j − si| < ϵ, �� i, j ����� N

���. ����, � j > i,
|wi+1 + wi+2 + · · · + wj| < ϵ, (1.91)

�����, �������������������, ����������, ����. �������,
����. ���������������������, ��

�

k=1

|wk | =
�

k=1

�
u2

k + v2
k , (1.92)

������, ���������. �������������. ������, ������, �����
������.

1.4.2.2 �����

�������������
�

k ak ��, ���������� 0 ≤ wk ≤ ak, ������
�

k wk ��.
�������������. ���, ������ �k ak ���,0 ≤ ak ≤ wk, ������

�
k wk ��. �

������, ��������� 0 ≤ |wk | ≤ ak.
�� 1.10 ����� �k=1 k−p, p ≤ 1 ������.
� ������

�
k=1 1/k ����, � k−p > k−1, �������, �������.

1.4.2.3 ������

������������� (D’Alembert Ratio Criterion). ������ �∞n=1 wn ����:

lim
n→∞

�����
wn+1

wn

����� = q,

1. � q < 1 �, ������;
2. � q > 1 �, ����;
3. � q = 1 �, �����, ��������.

�� 1.11 ����� �k=1 k/2k ����.
� �������

lim
k→∞

wk+1

wk
= lim

k→∞
k + 1
2k+1 /

k
2k =

1
2
= lim

k→∞
1
2

�
1 +

1
k

�
=

1
2
< 1

���������.

1.4.2.4 �����

���
lim
k→∞

n
√

wn = r,

� r < 1 �����, � r ≥ 1, �����. ���������� n ��, ���������.

1.4.2.5 ������ (Leibniz Criterion)

��,����������, ���������������� (Leibniz Criterion). ��������
�

n=1(−1)n+1wn,wn > 0. ����������������� wn ���������, �����.

17



1.4 ����
PWO

��������������
∞�

n=1

(−1)n−1n−1 = 1 − 1
2
+

1
3
− 1

4
+ · · · + (−1)n−1

n
+ · · · (1.93)

������.

1.4.3 ��� (Power Series)

����������������������, �����. �����������,
∞�

k=0

ak (z − z0)k = a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + · · · (1.94)

�� z0, ai �����. �������� z0 �������. ��������, �����. ������
���, � z ��������; ��������, � z ��������. ��������������
�������, ��������������.
�������������, ��

lim
k→∞
|ak+1| |z − z0|k+1

|ak | |z − z0|k
= lim

k→∞

�����
ak+1

ak

����� |z − z0| < 1 (1.95)

�������. ��
lim
k→∞

�����
ak

ak+1

����� = R, (1.96)

��� |z − z0| < R �, ������. � |z − z0| > R �, ��������, ����. �� |z − z0| = R ���,
������. ����� �k=0

1
k |z − z0|k, �� R = 1.|z − z0| = 1 �����: � z − z0 = +1 �, ������

�, �����; �� z − z0 = −1 �, ���������������. �������, ���������
�����, ������������. ������������

R = lim
k→∞

1
k
√

ak
(1.97)

��.
� z0 ��������� R �� CR. ������������, �����. �����������

���, �����������. ��������������������.
�� 1.12 ���� 1 − z2 + z4 − z6 · · · ����,z ����.
� � z2 �� t, �������� 1 − t + t2 − t3 · · · . �� ak = (−1)k, �� t ������� R = 1. z ����
z = 0 ���, �����

√
R = 1.

1.4.4 ���� (Taylor Series) ����� (Laurent Series)

�������������, ������������������������ (Taylor series). �
f (z) �� z0 ������ R �� CR � (���) ��, ����� z, f (z) ����

f (z) =
∞�

k=0

ak(z − z0)k, (1.98)

��

ak =
1

2πı

�

CR

f (ζ)
(ζ − z0)k+1 dζ =

f (k) (z0)
k!

, (1.99)

������.
�������. �� 1/(ζ − z) �� z0 ��������, ��

1
ζ − z

=
1

(ζ − z0) − (z − z0)
=

1
ζ − z0

1
1 − z−z0

ζ−z0

=

∞�

k=0

(z − z0)k

(ζ − z0)k+1 .
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