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� ����
� ������

� ����
� ����

������������������������, ������������.

1.1 ��

1.1.1 �����

������ ax2 + bx + c = 0(a � 0, b, c ∈ R) �����������. � ∆ ≡ b2 − 4ac ≥ 0 �, ����,
������

x =
−b ± √∆

2a
. (1.1)

� ∆ < 0 �, ����. ��������������. ��������������,

ı2 = −1 � ı =
√
−1. (1.2)

ı ���, ���������, ������������, � ∆ < 0 �, ��������:

x =
−b ± ı√−∆

2a
. (1.3)

�� z ���
z = x + ı y, (1.4)

x, y ∈ R.x, y ����� z ��� (real part) ��� (imaginary part), ���� Re z � Im z. ��(1.4)���
�����. ����� C ���. �� z ���� x, y ������ (x, y), ��

z ≡ (x, y), (1.5)

�� 1 = (1, 0), ı = (0, 1). ��� x, y ���������, �� z �������������, ������
���� (Argand diagram). �����������, ����������. �������������

Re

Im

z = ρeıφ

O x

y

ρ

φ

� 1.1: �������.
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�,

ρ =

�
x2 + y2 (1.6)

φ = arctan y/x (1.7)

�

x = ρ cosφ (1.8)

y = ρ sinφ (1.9)

������� z ����
z = ρ(cosφ + ı sinφ), (1.10)

����
z = ρeıφ. (1.11)

ρ = |z| ����� (modulus), φ ������ (argument), �� Arg z. ������ z = ρeıφ, �����
eı2πn = 1, n = 0,±1,±2, . . . , ∈ Z, ������ Arg z ������, ������ 2π ����, ����

0 ≤ Arg z < 2π, (1.12)

���� z ����, �� arg z.arg z � Arg z ���.

Arg z = arg z + 2nπ (n = 0,±1,±2 . . . ). (1.13)

1.1.2 �����

�����������������������: ������. ���������

z1 + z2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2). (1.14)

�������

z1 · z2 = (x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1). (1.15)

����������������, �������� · ���. �����, �������������
����������. ������ z, �������� e ������

e + z = z + e = z, (1.16)

e · z = z · e = z, (1.17)

����������

(0, 0) = 0 (1.18)

(1, 0) = 1, (1.19)

���� (0, 0), ������ −z �� −z + z = 0. ���,−z = (−x,−y). �����������

z1 − z2 ≡ z1 + (−z2) = (x1 − x2, y1 − y2), (1.20)

���� (1, 0), ���� z−1 �� z−1 · z = 1, ��� z−1 = e−ıφ/ρ. � z−1 = ( x
x2+y2 ,− y

x2+y2 ). �������

z1/z2 ≡ z1 · z−1
2 =

x1x2 − y1y2

x2
2 + y2

2

+ ı
y1x2 − x1y2

x2
2 + y2

2

. (1.21)

����������������:

z1z2 = ρ1eıφ1ρ2eıφ2 = ρ1ρ2eı(φ1+φ2) (1.22)

��, ������������, ���� (complex conjugation) ��. �������

z∗ ≡ (x,−y) = x − ıy, (1.23)
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��� z̄. ��������
Re a =

a + ā
2
, Im a =

a − ā
2i

(1.24)

���������. ����

a + b = ā + b̄

ab = āb̄
(1.25)

����, ����
c0zn + c1zn−1 + · · · + cn−1z + cn = 0.

�� ζ ���������, � ζ̄ ���

c̄0zn + c̄1zn−1 + · · · + c̄n−1z + c̄n = 0.

��. ���, �������, � ζ � ζ̄ �������, ����������������������
�����.
���� z ��, ����������,|z| = √zz∗. ���� |z|2 � z2 ���.
���������������.����������� z������������.���� z1, z2,

���������������, �����������
���|z| − |z′|

��� ≤ |z ± z′| ≤ |z| + |z′|. (1.26)

Re

Im
z = ρeıφ

z∗ = ρe−ıφ

O x

y

z1

z2

z1 + z2

z2z1 − z2

−z2

Re

Im

O

� 1.2: ��: �� z∗ � z ���; ��:z1, z2 �����.

�� 1.1 � 3√−ı.
�
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��, ������ eı2πn = 1, �

eı
π
2 = i eıπ = −1

eı
3π
2 = −i eı2π = 1.

�������� z3 = −ı ��. ����

e
1
3 (ı2πn+ı 3π2 ) = (−i)

1
3

e(ı 23 πn+ı
π
2 ) = (−i)

1
3

���������

z1 = eı
π
2 = ı, n = 3k

z2 = eı
7π
6 = −

√
3

2
− ı

2
, n = 3k + 1

z3 = eı
11π

6 =

√
3

2
− ı

2
, n = 3k + 2

���������������, �������� 120◦, ������ 1.

Re

Im

z1

z2 z3

�� 1.2 �� Re 1
z = 2 ��������.

�

Re
1
z
= 2

Re
1

x + ıy
= 2

x
x2 + y2 = 2.

��, ������

(x − 1
4

)2 + y2 =

�
1
4

�2
,

���� ( 1
4 , 0) ���, 1

4 ����������.�
�� ����: ���� a1, a2, a3 ���� a2

1 + a2
2 + a2

3 = a1a2 + a2a3 + a3a1 ������������.

1.2 ����

1.2.1 �����

�������, �����������������, �����������, ����, � B ��.
���������, ��������������������.

�� ��� z0 ���, ������� ε ������, ����������� z0 ���.
�� � z0 ��������� Z, �� z0 �������.
�� � z0 ���������� Z, �� z0 �������.
��� �� z0 ������, ���� Z ��, ����� Z ��, �� z0 ��������, ��
�� Z ���, ��� Z ���. �����������.
���������.
�� ����, ������ z �����������, � B ��. ����, ����������

�����:
1. ������;
2. �����, ���������������������, �������������.
��� �� B ����������������, � B̄ ��. ����������, �����
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z0
��

��

���

��
ϵ

� 1.3: ������������������.

a

b

z0

����

� 1.4: ���� |z − z0| < r ����� a < |z − z0| < b ���.

���� (��1.4��). ��������� |z − z0| < r ���, �� z0 ���, r ���; ������
a < |z − z0| < b ���, z0 ���, �� a ����, b ����. ������<��� ⩽ , ��������
���������.

1.2.2 ������

��������� Z, ��� z ∈ Z ��������� w ����, �� w � z ���–����.z �
� w ���, ���� Z, ��

w = f (z), z ∈ Z. (1.27)

�������� f (z),z = x + ıy, ��������������,

f (z) = u(x, y) + ı v(x, y), (1.28)

�� u(x, y), v(x, y) �����. ���������

Re f (z) = u(x, y), Im f (z) = v(x, y), (1.29)

f (z) ����� u(x, y) − ı v(x, y). ��� f (z), �����������.
��������������.
���:

a0 + a1z + a2z2 + · · · + anzn, n ∈ Z+, (1.30)

����:
a0 + a1z + a2z2 + · · · + anzn

b0 + b1z + b2z2 + · · · + bmzm , n,m ∈ Z+, (1.31)

��:
(z − a)m/n, n,m ∈ Z+, (1.32)
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�����
ln z = ln |z| + ıArg z, zs = es ln z, (1.33)

���, �����
sin z, cos z, tan z, cot z, (1.34)

�����, �������
sinh z, cosh z, tanh z, coth z. (1.35)

�������������.
�� 1.3 ��

| sin z| = 1
2

��
e2y + e−2y� + 2

�
sin2 x − cos2 x

�
.

� ��������

sin z =
eız − e−ız

2ı

=
eıx−y − e−ıx+y

2ı

=
1
2ı
�
e−y(cos x + ı sin x) − ey(cos x − ı sin x)

�

=
1
2ı
�
cos x(e−y − ey) + ı sin x(e−y + ey)

�

�����,

| sin z| = 1
2

�
cos2 x(e2y + e−2y − 2) + sin2 x(e2y + e−2y + 2)

=
1
2

��
e2y + e−2y� + 2

�
sin2 x − cos2 x

�

��, ��������,| sin z| ��������� 1.

1.2.3 ���������

���� (hyperbolic functions) ����� (trigonometric functions) �����. ���������
���������������������. �������, �����������, ������
(sine/cosine function) �����������������

cos θ =
eıθ + e−ıθ

2
(1.36)

sin θ =
eıθ − e−ıθ

2ı
(1.37)

���� (hyperbolic sine/cosine function) ���

cosh θ =
eθ + e−θ

2
(1.38)

sinh θ =
eθ − e−θ

2
. (1.39)

����������

cosh iz = cos z (1.40)

sinh iz = i sin z. (1.41)

������������
sin(x + iy) = sin x cosh y + i cos x sinh y,

cos(x + iy) = cos x cosh y − i sin x sinh y.
(1.42)
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������, ������ de Moivre(���) ��. ����������� exp(ınθ), ���

cos nθ + ı sin nθ = (cos θ + i sin θ)n. (1.43)

���������������

sin(2θ) = 2 sin θ cos θ, cos(2θ) = cos2 θ − sin2 θ. (1.44)

�� 1.4 �� de Moivre ���� sin(5θ).
� ���� z = cos θ + i sin θ. �� de Moivre ��, �� z5�

z5 = (cos θ + i sin θ)5 = cos(5θ) + i sin(5θ)

�� (cos θ + i sin θ)5 ��������

(cos θ + i sin θ)5 =

5�

k=0

�
5
k

�
(cos θ)5−k(i sin θ)k

=

�
5
0

�
cos5 θ +

�
5
1

�
cos4 θ(i sin θ) +

�
5
2

�
cos3 θ(i sin θ)2 +

�
5
3

�
cos2 θ(i sin θ)3 +

�
5
4

�
cos θ(i sin θ)4 +

�
5
5

�
(i sin θ)5

������

= cos5 θ + 5i cos4 θ sin θ − 10 cos3 θ sin2 θ − 10i cos2 θ sin3 θ + 5 cos θ sin4 θ + i sin5 θ

���������

cos(5θ) = cos5 θ − 10 cos3 θ sin2 θ + 5 cos θ sin4 θ

sin(5θ) = 5 cos4 θ sin θ − 10 cos2 θ sin3 θ + sin5 θ

������,cos2 θ = 1 − sin2 θ � sin2 θ = 1 − cos2 θ, ����� sin(5θ) ��� sin θ � cos θ ����

sin(5θ) = 5 cos4 θ sin θ − 10 cos2 θ sin3 θ + sin5 θ

����� cos4 θ = (1 − sin2 θ)2 � cos2 θ = 1 − sin2 θ, �����

sin(5θ) = 5(1 − sin2 θ)2 sin θ − 10(1 − sin2 θ) sin3 θ + sin5 θ

��� sin(5θ) � sin θ �����.
��, ������

sin(5θ) = 5 sin θ − 20 sin3 θ + 16 sin5 θ

��,sin(5θ) �� de Moivre ������� sin θ ����

sin(5θ) = 5 sin θ − 20 sin3 θ + 16 sin5 θ.

�� cos θ =
�

1 − sin2 θ(��), ����

eıθ =
�

1 − sin2 θ + ı sin θ. (1.45)

� sin θ = z,θ = sin−1(z), ����������

sin−1(z) = −ı ln
�
ız +
�

1 − z2
�

(1.46)
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����������������������. ���,

sin−1(z) = −i ln
�
iz +
√

1 − z2
�
, tan−1(z) = i

2 [ln(1 − iz) − ln(1 + iz)],

sinh−1(z) = ln
�
z +
√

1 + z2
�
, tanh−1(z) = 1

2 [ln(1 + z) − ln(1 − z)].
(1.47)

�� 1.5 ��
tanh

z
2
=

sinh x + i sin y
cosh x + cos y

.

� �����������

tanh
z
2
=

sinh z
2

cosh z
2

=
e

z
2 − e−

z
2

e
z
2 + e−

z
2

=
ez − 1
ez + 1

=
ex+ıy − 1
ex+ıy + 1

=
eıy − e−x

eıy + e−x

���������������

=
eıy − e−x

eıy + e−x

e−ıy + e−x

e−ıy + e−x

=
1 − e−2x + 2ı sin ye−x

1 + e−2x + 2 cos ye−x

=
sinh x + ı sin y
cosh x + cos y

.

��.
��, �������, ���������

tanh z =
sinh z
cosh z

=
ez − e−z

ez + e−z ,

sech z =
1

cosh z
=

2
ez + e−z ,

cosech z =
1

sinh z
=

2
ez − e−z ,

coth z =
1

tanh z
=

ez + e−z

ez − e−z .

(1.48)

1.2.4 ��

��, ������������������.

�� 1.1 � w = f (z) � z0 ������, ���� ϵ > 0, �� δ > 0, �� |z − z0| < δ �, �

| f (z) − w0| < δ, (1.49)

� z→ z0 � w0 � f (z) ���, ��
lim
z→z0

f (z) = w0. (1.50)

� z ������� z0 ��� limz→z0 f (z) = w0, � f (z) � z0 ���. �� f (z) � z0 = x0 + ıy0 ���, �
����

lim
x→x0
y→y0

(u(x, y), v(x, y)) = (u(x0, y0), v(x0, y0)) . (1.51)
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Re(z)

Im(z)

∆y→0
∆x=0

∆x→0
∆y=0 z0

O

� 1.5: �� z0 �������.

���������������, ���

f ′(z) =
d f
dz
≡ lim
∆z→0

∆w
∆z
= lim
∆z→0

f (z + ∆z) − f (z)
(z + ∆z) − z

(1.52)

������������ ∆z → 0 �����. ������ f (z) � z ����. �����, ������
������������, � ( f + g)′ = f ′ + g′, ( f g)′ = f ′g + f g′ �. �����������, ������
����� ∆z ������� 0, �������������.
���(1.5)) ������ z0, ����

lim
∆z→0

∆ f
∆z
= lim
∆x→0

�
∆u
∆x
+ i
∆v
∆x

�
=
∂u
∂x
+ i
∂v
∂x
, (1.53)

lim
∆z→0

∆ f
∆z
= lim
∆y→0

�
−i
∆u
∆y
+
∆v
∆y

�
= −i
∂u
∂y
+
∂v
∂y

(1.54)

��, ���������, � 

∂u
∂x =

∂v
∂y

∂v
∂x = − ∂u∂y .

(1.55)

��������-���� (Cauchy-Riemann conditions)���-����,������������,��
�����. ������: � u(x, y), v(x, y) ��������, �����-����, � f (z) ��.
�� �� u, v �����, ��

∆ f =
�
∂u
∂x
+ ı
∂v
∂x

�
∆x +

�
∂u
∂y
+ ı
∂v
∂y

�
∆y

����-����, ������

∆ f =
�
∂u
∂x
+ ı
∂v
∂x

�
∆x +

�
−∂v
∂x
+ ı
∂u
∂x

�
∆y

=

�
∂u
∂x
+ ı
∂v
∂x

�
(∆x + ı∆y)

=

�
∂u
∂x
+ ı
∂v
∂x

�
∆z

������� ∆z→ 0 �����, ����������� f (z) ��.
������, ������������-����,


∂u
∂ρ
= 1
ρ
∂v
∂φ

1
ρ
∂u
∂φ
= − ∂v

∂ρ

(1.56)

����������.
�� z, z̄ ��� x, y ���, ���

dz = dx + idy, dz̄ = dx − idy (1.57)

���
∂

∂z
=

1
2

�
∂

∂x
− i
∂

∂y

�
,
∂

∂z
=

1
2

�
∂

∂x
+ i
∂

∂y

�
(1.58)
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��, ���������
∂ f
∂z̄
= 0. (1.59)

f �������� z �����, �

d f ≡ ∂ f
∂z

dz +
∂ f
∂z̄

dz̄ =
∂ f
∂z

dz (1.60)

�����������.

1.2.5 ����

�� 1.2 ��� f (z) �� z0 ���������, �� f (z) � z0 ���.
�� f (z) ��� B �������, �� f (z) ��� B ������.

��, ���������, �������. ��������. ���������, ��������
� (entire function). � f (z) ��� z0 ���,z0 �� f (z) ����� (singular point).
�� 1.6 �� f (z) = z2 �����, � f (z) = |z|2 ��������.
� ��, f (z) = z2 = (x2 − y2) + ı2xy, �������� u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = 2xy, �������-��
����������, �� f (z) ����������. ��, f (z) = z2 �����. ���, ������
f (z) = zn, n ∈ N �������.
��, ���� f (z) = |z|2 = (x2 + y2), ������� (0, 0) �������, �������. ��, f (z) = |z|2
��������.
��������������. �������������� (��� ψ ���) ���������

������
∂2ψ

∂x2 +
∂2ψ

∂y2 = 0 (1.61)

��������-��������, ����.u, v ����������� (harmonic functions)(����
����� spherical harmonics ��).
������, �� u(x, y) = C1 � v(x, y) = C2 ���������. ������-����, �����

� ∇u � ∇v ��,
∇u · ∇v =

∂u
∂x
∂v
∂x
+
∂u
∂y
∂v
∂y
= 0, (1.62)

�� ∇u,∇v ����������, ���������.
������, �������� (���) ��, ������-����������� (���), ��

�������. �����, ����

dv =
∂v
∂x

dx +
∂v
∂y

dy = −∂u
∂y

dx +
∂u
∂x

dy (1.63)

����
∂

∂y

�
−∂u
∂y

�
=
∂

∂x

�
∂u
∂x

�
,

��, dv �����, v =
�

dv.
�� 1.7 ������� u(x, y) = x2 − y2, �������.
� ��, ���� u �����. ��, ����-������

∂u
∂x
= 2x,

∂u
∂y
= −2y, (1.64)

��
dv =

∂v
∂x

dx +
∂v
∂y

dy = 2ydx + 2xdy. (1.65)

��������, ���������. ���� v(x, y) = 2xy +C, C �����. ����� f (z) = x2 − y2 +

ı(2xy +C) = z2 + ıC.
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